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Riassunto. Diamo un risultato abbastanza preciso di unicità forte per l’o- 
peratore di Laplace nel caso di diseguaglianze differenziali con ‘potenziali 
singolari. Enunciamo il nostro risultato principale dopo aver richiamato al- 
cuni contibuti recenti al problema, alla luce dei quali il nostro risulta essere 
“quasi ottimale”. 


Abstract. We exhibit a strong uniqueness result for the Laplace operator 
when dealing with differential inequalities with singular potentials. First we 
racall some recent contribution to the problem and then We state our main 
result which, compared with these previous contributions, turns out to be 
“almost optimal”. 


1 Introduzione 


Scopo di questo seminario è presentare un risultato di unicità forte per 
diseguaglianze del tipo 


IAu(2)] S V(2u(2)]+ WAV) = reo (1) 


con £ intorno di zero in R”. 

Il problema si può così formulare: per quali funzioni V(x) e W(z) va- 
le la proprietà di prolungamento unico con u(z) verificante la stima (1) e 
appartenente ad un opportuno spazio di funzioni? 

Più esattamente, assegnate due funzioni V(x) e W(x) definite in un in- 
torno di zero, e presa u(r) una qualunque funzione appartenente ad un 
certo spazio 4' e verificante (1), allora necessariamente u(x) è la funzione 
identicamente nulla? 

Questo opportuno spazio di funzioni X° per noi sarà lo spazio delle funzioni 
C° (9) e piatte in zero, che indicheremo con C®° (9) (f(x) piatta in zero 
se D°f(0) = 0 Va € N°). Diremo che la stima (1) ha la proprietà del 
prolungamento unico forte se la risposta, in questo caso, è affermativa. 

La questione diviene delicata se si consente a V(x) e W (x) di essere molto 
singolari. 

I primi risultati con V(x) e W(x) singolari sono di Aronszajn, Krzywicki 
e Szarski [6] i quali esaminano potenziali V(x) e W() con singolarità della 
forma 

IV(2)] < Je 7?** (2) 


IW(@)] < lel!t* (3) 


con e > 0. 

Dopo questi risultati, numerosi autori si sono interessati a problemi di con- 
tinuazione unica con V(x) e W(x) aventi singolarità di tipo LP (Hòrmander 
[9], Barcelo, Kenig, Ruiz, Sogge [7]) 

Nel 1993 Regbaoui [13] nella sua tesi di dottorato, dimostra un risultato 
di unicità forte per V(r) e W(x) soddisfacenti la seguente stima 


IV(@)] < Ca lal? (4) 


IW(2)] < Calel”! (5) 
purchè Ca < 1/2. 


149 


150 


Noi proveremo in particolare che se © = Br = {reR? t.c. |el< R}e 
[PAU < Clr&ua)] = va eo (6) 
oppure 
|rAu(x)| < C |dvu(2)] Vrea (7) 


con C' < 1 e u funzione C° (0) e piatta in zero, allora u= 0inQ. 
Otterremo inoltre, come Corollario del nostro risultato (Teorema 2.1), che 
la costante C2 in (5) si può elevare fino a 1/V2. 
Nel 1994 Alinhac e Baouendi [4] hanno dimostrato che VC > 1 esiste 
u € C®(R?), piatta in zero con supp u= R? e soddisfacente la stima 


C 
\Au(v)] < 3 lQuu(e)] = e € R° (8) 
e quindi anche 
au(a)]< È vuol  seR? 0 
così nella stima (1) con V() = Ci |e|? e W(x) = Ca|e|! la continuazione 


unica forte vale di sicuro se Ca < gi non vale se C9 > 1. 


Osserviamo, alla luce del nostro risultato, che il Teorema in Alinhac e 
Baouendi [4] è ottimale, nel senso che 


e VC>1, Bue C®(R?) tic. |r2Au(2)| < C|Auu()] = suppu=R? 
mentre 


o seuE CPI) e |rAu(2)| <C'|du(r)] rE9 con C' < 1, allora 
u=0inQ. 


2 Risultati 


In coordinate polari |r|] = r €]0,+00[ e a] = w € S”*, l’operatore di 
Laplace assume la forma 
r?A = (rd) + (n-2)(rd,) + Au (10) 


dove A,, è l'operatore di Laplace-Beltrami. 
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Ricordiamo che A, è un operatore non limitato, autoaggiunto e negativo 
su L? (S94), Ricordiamo inoltre che lo spettro di —A,, è costituito intera- 
mente dai valori propri k(kK + n — 2) con k € N e autospazio corrispondente 
Ex di dimensione finita. 


Inoltre H = L? (S°-1) è somma diretta degli E, in formule H = (> Ex 
k>0 

@ Ex LE se k A h. 
Notazioni: con ||-|| e (, ) noi intenderemo sempre norma e prodotto scalare 
in L°(S9-1). 

D'ora in avanti ®© = Br = {reR" tc. le] < R}, Q; campi vettoriali su 
se (n Appendice); vale allora il seguente 
Teorema 2.1 Sia veC®(9) e soddisfacente per ogni x € Q la stima 


muta sit E anta E Timo 


con M, A, B costanti positive. Se 
A? + B°<1 i (12) 
allorau=0 in Q. 


Corollario 2.1 Sia uEC; (0) e verifichi in A la stima 


M E 
<U+=|Vuo)], 
[z| le] 


|Au(2)| 


1 : 
per certe costanti positive M, C. SeC < =, allora u=0 inQ. 


v2 


Oss. 2.1 In (11)-(12) sono compresi i casi (6) e (7). 
Ricordiamo che, con Ex come sopra, dimE,=1, dimE\=n, mentre 


dio 


dim Bi = ( k k-2 


= 00) se k>2. 


Sia !(k) = dimE,,, indichiamo con gxi(w) L= 1,2,...,1(k) una base 
ortonormale di Ey.. 

Introduciamo infine le coordinate (T,w) € Rx S°-! con T=logr. 

Gli strumenti per provare il Teorema sono le stime a priori tipo Carleman. 


Il Teorema 2.1 è una conseguenza del seguente 
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Teorema 2.2 Per ogni coppia di costanti C,C' < 1 esiste To(C, dI tale che, 
la seguente stima 


(14 ()) J J e-®"T |QU|? dTdw > 3 J J e-®T |U|? dTdw (13) 


+ aC' J f e-®"T |BrU|? dTdw 


(1 -a)C), J J e727T |Q;U|? dTdw 


vale, per ogni funzione U € C6°((-00, +00) x S”1) per ogni a € [0,1] e 
per ogni T > To(C, €") semintero. 


Dim. Teorema 2.2— Sia V €C$°((-00, +00) x S"-!), possiamo scrivere 


I(k) 


)= LD fu(Moyl (14) 
k=0 


=] 


4 (w) base ortonormale di Ex. 
Osserviamo che 


co Ik) 3 
Ica5] ardu= YI | uf dT (15) 
k=0 l=1 
poichè 
co I(k) 
IV (T,Ilzzcen1y = DI DI lf. (16) 
k=0 l=1 
Poniamo 
Q=r°4 (17) 
e 
Dv = eV. (18) 
Scriviamo 


IQV(T,)=|(+(27+n-2)ar+7(7+n-2) +40) V|} (19) 


quindi 
flavia - fav, dv) dl +2 | (08, AsV)dT (20) 
+2r(r+n- 2) f {egv, V) dT 
+ @r+n-2) | (0rv, OrV) dT 
+ r°(r+n-2)° | var 
+ 2r(r+n-2) f (WALT 
+ J (AuV, AyV) dT 
[dw misura standard su Se], 
Da (v. Appendice) 
-Ay= MQ; 
j 
ricaviamo 
+00 
J (AVV) dr = Y { dT i |arA; VI. dv (1) 
j 70 Sn-1 
analogamente 
+00 a 
fav, Aa) a=Y | ar / |ar9;V|? dw (22) 
j 1-90 Se=1 
così 
J J |QV|° dTdw > -2r (r+n-2))O ti I9;V(7, .)|} aT (23) 
j 
+ (272+27(n-2)+(n-2)?) J larV(7,-)|} d7 


& 7? (+n-2) [Iv@n)iaT+ fave, ){} dT 
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La (23) si può scrivere anche 
Jflovfardo > dr (+n-2) f VT) AVE, ar (24) 
+ (27°2+27(n-2)+(n- 27) / lrvar, .)|l d7 


+ a? (r+n-2) f W@nitar+ f Ave, .)|} d7 


e quindi 
co I(k) 
J/ (OVP aTdw>72(1+n-2)? LI [im aT (25) 
“ca di 
> 2r(7+n-2) DO YOk(k+n-2) f |M) ar 
k=0 I=1 
co Î(k) 
+ YY R(k+n-2)? J |fi(1)PaT 
k=0 l=1 


+ 27° J arV(7, -)|} dT 

Per ogni 7 € R, k € N e 1=1,2,...,1(k) si ha 
(r(r+n-2) —k(k+n-2))? / [hm ar & (26) 
= r? (r+n-2)? | fex(MP ar 
3 2rk(r+n-2)(k+n-2) | \f(1)0' 47 

+ k? (6+n-2)° | (M)P ar 
Scriviamo 
(7(r+n-2)-k(k+n-2))=(r-k)(r+k+n-2). 


D'ora in avanti, considereremo 7 della forma 7 = m+3 , m € N; fissiamo 
T'come detto e analizziamo i vari casi: 


e per k#4m,m+1 
(T-k)?>1 e (r+k+n-2)°>k(k+n-2) 


così 
(7(r+n-2)-k(k+n-2)) >&(k+n-2), 


e per k=m 


(T+k+n-2)° >(2k+n-2)° > 4k(k+n-2) 


e ancora 
(7(r+n-2)-k(kK+n-2)) >k(k+n-2), 


esek=m+1 


2 
(r+h+n= 2 =4 (442 © -3) 


quindi 


(7T-k)(r+k+n-2) = (H+ -t) aien_a 


2 4 
per k sufficientemente grande ossia per r sufficientemente grande. 


Insomma abbiamo dimostrato che, VC < 1 a partire da un certo To(C) 
in poi, vale 


co I(k) 


J[iovPars=CYYkR+n-29 f Mar. (27) 


k=0 (=1 


Facciamo notare che 


DI k+n-2) fIuMPer=cY (love,iar. (8) 
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Ponendo U = e'TV otteniamo 
J li e-*T |QU|? dTdw > CY J J e" |Q;U|? dTdw 
j 


VC<leT>T(C). 


Essendo la relazione —(7(r+n—2)—kK(k+n— 2))— simmetrica ri- 
spetto a —r, k—, ripetendo lo stesso ragionamento possiamo concludere che: 


WC'<ler > To(C°) si ha, tenuto conto di (25), 


co Ik) 


J |Q,V|° dTdw > CT (rin- YO / em dT 
k=0 l=1 
co Ik) 


+ 2 J \arfes(1)P dT 


k=0 l=1 


quindi anche 
J[evparw= 0 (7 [ivenitar+ five rit ar) 
e ponendo come prima U = e'TV , da (30) otteniamo 
J f, e" \QU|P dTdw > C' J Ni e-27T |pU| dTdw. 
Sia a € [0, 1] e siano C e C' costanti positive < 1, si ha 
J/ |Q7V| dTdw > ac'| (Gr + 7)V|? dTdw 


+(1- aeX ff |9;V. dTdw 


per 7 > 70 (C,C"). 
Se U = e'TV otteniamo 


J J e-®"T |QU|? dTdw > aC' J J e7"T |drU|? dTdw 
+(1-a)C), J J e®T |Q;U|? dT'dw 
j 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


VUECS((-00,+00) x S"-!), per ogni C, C° < 1 e per ogni 7 > To (C,C'). 
Osserviamo che da (30) si ha anche 


-1 
(5) J Li e" |QU|° dTdw > 3 { J e"T |U|° dTdw, (34) 


quindi da (33) e (34) segue il Teorema. 


Torniamo ora al Teorema 2.1 
Dim. Teorema 2.1— Sia x € C° (R) uguale a 1 in (00,7) con eTò < R 
e suppx € (—-00, log R); con un passaggio al limite si vede facilmente che 


la stima (13) vale anche per la funzione xu con u che soddisfa le ipotesi del 
Teorema, cioè 


(Qui? = |eTAu|? < M° |ulP + A |aru|? + B? Yo 9; uf? (35) 


I 


in Bre piatta in zero. 
Applicando (13) a xu si ha 


To pr inc 
[Lett iQUE AT fe EOMI, tar (36) 
(+0) Lemar 
+ a@(14(0)) [Le NOrutT, iter 
+ (i-a)@ (1 È (5) © SL e-®"T |Q;u(T, )|P ar. 
Poniamo ora 
RT) = M°lu(T,)]î + 4° |oru(T, I? + 8° Y [9g u(T,.)P. 


Da (35) si ha 


J ° e-""T9R(T) dl + J or IQ(xu)(T,)| ar > (37) 
To 


—00 
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DU) ferme nita 
) [Cestina iter 
A) ZL e-27 |Qyu(T,)|P ar 


(+ (7) [e IO, tar > (38) 


(a+) È e" |(T, JI} aT 
+ (0-4(1+())) / n e-® lovu(T, PT 
+ (a-@0-5°(1+4 5) )L / _ e 7 |, u(T, )IP a 


Ora se A? + B? < 1 a patto di prendere 7 grande, possiamo trovare 
C,C'<1 e a € [0,1] tale che 


e aC - A? (14 (5) >0 


Così 
(4) eee (39) 
Fee 

e quindi 


(+0) fece nitar> si 
(Fa (1+ (90) (Cima 


Facendo tendere 7 + +00 lungo i semi-interi, si ricava u = 0 in Br, con 
Ro = e. Essendo Ro < R arbitrario, segue che u= 0 in Br. 
Abbiamo così provato il Teorema. 


Dim. Corollario —Prendendo A = B la condizione A? + B? < 1 diventa 
2C°<1, dove C = A = B, mentre (11) assume la forma 


M? Cc? 


IAu(2)l < lu()+< [Vul = reo (41) 
iz] le 
e quindi 
M G 
u(c)] < EP lu(2)] + til IVula)) EQ (42) 
1 
confC<—. 
Viceversa se 
M (6 
\Au(2)| < GP lu(2)] + i IVu(a)]  rEN (43) 
con C < x: allora vale anche 
° 2, M? 2, C° 2 
Au(2)f < — ua) + |Vu(o)] TEN (44) 
e] z| 


con 2C?2<1 e M opportunamente grande. 
Possiamo ora applicare il Teorema 2.1, dimostrando il Corollario. 


3 Appendice 
Coordinate Polari 


Indichiamo con S"-! la sfera unitaria di R”", esiste allora un diffeomorfi- 
smo naturale tra R” \ {0} e ]0,+00[ x S"-1 dato da 


+ (ru)= (È) . (45) 
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Nelle nuove coordinate, i campi vettoriali canonici E (j = 1,...n) diventano 
Tj E 


1 
Da = Wiz, + -L; (46) 


T; ca è x 
dove r = |r|,wj= = e 9; campi di vettori su S"!. 
E 


Un semplice calcolo dimostra che i campi 2; godono delle seguenti pro- 
prietà 


Y 49; =0 e YI Q;w; =n_-1. (47) 
g=1 j=1 


L’aggiunto dell'operatore %; , visto come operatore non limitato in TS), 
è 


= (n-1)w;- L; i= Lao (48) 
così l'operatore di Laplace-Beltrami si può scrivere 
n 
Au= 9 (49) 
j=l 


con l’aiuto di (47) e (48), si vede facilmente che A, è un operatore autoag- 
giunto negativo in L?(S"!). 
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